Kapitel 5

Hotellings 72

5.1 Inferens om vantevarde

5.1.1 Test av Hy : ;1 = pp univariat:

Anvind teststorheten

_ X — po
s/\/n

da observationerna #r fordelade enligt A (u,0?) med okiéint ¢2. Om nollhypotesen ir sann &r ¢
fordelad som en t-férdelad variabel med n — 1 frihetsgrader. D3 foljer ocksé att

t* = n(X — po)(s*) X — o)

t

under nollhypotesen ar férdelad som en F-fordelad variabel med 1 och n — 1 frihetsgrader. De tva
testen ar ekvivalenta vid tvasidig mothypotes.

5.1.2 Test av Hy : p = p, multivariat.

I detta avsnitt dr X1, X, ..., X, oberoende p-dimensionella observationer fran N,(p, X). Vidare
ar
I
X=- Z X;
i=1
och
1 n
— X XV
§=-— i:Zl(Xz X)(X; - X)

Anvind teststorheten
T? = n(X = po)'S 1 (X — po)
om observationerna ir férdelade enligt N (p,¥) med oként . Om nollhypotesen géller sa ar

n—p 2
(n—=1)p

F-fordelad med p och n — p frihetsgrader.



5.1.3 Optimalitet

Vid test av Ho mot Hy : p # p, ar Hotellings T2 ekvivalent med det generaliserade likelihoodtestet
som forkastar Hy for sma varden pa
T_2)—n/2

A=(1
( +n—1

(JW Result 5.1)

5.1.4 Konfidensomride baserat pa T2

Ett 1 — o konfidensomrade for p bestar av alla de punkter p, sddana att
- 1,5 n—1)p
WX — o) $ (X — o) « TR, )

(Ho : pp = p forkastas ej). Konfidensomradet utgér en ellipsoid med centrumpunkt X. Lingden
hos axlarna och ellipsoidens orientering bestdms av egenvarden och egenvektorer till S.

5.1.5 Anmarkning

Ett test av Hy : @' = a'pg sker med den univariata teststorheten

2 _ (a'X —a'py)®

N a'Sa/n
Med hjilp av Cauchy-Schwarz olikhet visas att

max t2 = T?

a#0
For att visa detta anvénder vi féljande form av Cauchy-Schwartz olikhet:
(@'d? _
=dB 'd
a a'Ba

Sétt nu d = (X — pg) och B = S/n.

5.1.6 Simultana intervall

Det galler for alla a samtidigt att a'p ligger i intervallet med dndpunkter

a'X + \/%Fp,np(a)a’Sa

med sannolikhet 1 — o. Detta visas pa i princip samma sétt som tidigare:

mg.xtz <Fpnpla)=c> &

apeadX+ \/Fp,n,p(a)a’Sa/n



5.1.7 Anmarkning
Det géller for ett specifikt a att a'p ligger i ett intervall med dndpunkter

- 1
a'X + \/ﬁFl,n_l(a)a’Sa

med sannolikhet 1 — a.
Speciellt galler att u; ligger i ett intervall med dndpunkter

= 1
Xt/ =Fin-1(a)si
n
med sannolikhet 1 — a.

5.1.8 Simultana konfidensintervall

Definiera hindelsen E; som hindelsen att

X,’ + tn_l(a/2)\/si,~/n

téacker over p; (t-intervallet for p; tacker p;.) Da galler att

P
P("?_E;) = 1-PUY_|Ef)>1— Z P(EY) (Bonferroni)
i=1
P
= 1- Z a=1-pa
i=1

Alltsa: Simultana konfidensintervall erhallna fran p st t-intervall ...
Om de olika E; vore oberoende sa skulle gilla att

PNM_E)=(1-af <l-a

dap>1.
EXEMPEL Med a = 0.01 och p = 10 blir (1 — a)? = 0.991° = 0.9044.

5.1.9 Bonferroni intervall

Fordela o 6ver t-intervallen:
Xittn_1(ai/2)\/s?/n
diar 38 | a; = a.

5.1.10 I praktiken

har vi alltsd tvd metoder att beriikna konfidensintervall. Hotelling T2 har exact konfidensgrad och
uttalar sig om alla linjirkombinationer. Bonferronis metod uttalar sig endast om nagra stycken.



5.1.11 Varianter av 77 test
Lat C vara en r X p matris (r < p) Testa hypotesen

Hy:Cp=Cu,
(Vanligast: Hy : Cu = 0.) Bilda teststorheten
T? =n(CX — Cu,y)' (CSC') 1 (CX — Cpuy)
Under Hj giller att

n-—r 2
(n—1r

har en F-fordelning med r och n — r frihetsgrader.

5.1.12 Kontraster

En kontrast (kontrastvektor) definieras av att ¢'1 = 0. En kontrastmatris C' bestar av rader av
konstrastvektorer.

EXEMPEL
1 -1 _1 _1
o 1 -1 _i
2 2
0 0 1 -1
1 -1 _1 _1
R
A TP ¢
-3 -3 1 -3
10 0 -1
010 -1
0 01 -1
Antag att vi vill testa
Ho:pp=p2=---=pp
istallet for Ho : pp = py. Vi skulle kunna valja
1 -1 0 0 0
C = 1 0 -1 0 0
1 0 0 0 -1

och transformera observationerna enligt Y = C X ; som far vintevirdet

M1 — M2
M1 — p3
Cup = .
H1 — Hp
Vi testar nu Hy : Cpp = 0 vilket 8r detsamma som p1y = pg = --- = py,.



5.2 Jamforelse av tva stickprov, univariat

Stickprov fran N (u1,0%) och N (u2,03). Vi vill testa hypotesen
Ho:p1 —p2 =9

(Vanligast dr 6 = 0.)

5.2.1 J2, lika varians, univariat

Anvind test-storheten

‘o Xi—-Xo—6
Spooladr/ n% + 7%2
dér
2= (n1 = 1)si + (n2 — 1)s3

n1+ng — 2
ir den gemensamma skattningen av o>.

Under nollhypotesen har ¢ en t-fordelning med ny + ny — 2 frihetsgrader.

5.2.2 J2, olika varians, univariat
Behrens-Fishers problem. Ett likformigt starkaste test finns inte. Man bildar teststorheten
X1 —Xo—94

1.2, 1.2
Tb1+

t=

Under Hy har ¢ ungefir en ¢t-férdelning med

(s1/m1 + s3/n2)*
(s3/m1)2 + (s3/n2)?

ni—1 na—1

frihetsgrader. (Welch 1949).

5.2.3 J2, lika kovariansmatriser, multivariat

Anvind teststorheten

S S 1 1 _ _
T2= (‘Xl _X2_6)1(_+_)Spoolad)7l(xl _X2_6)
ni Nno

dér
Spoolad = ((n1 — ].)Sl + (’I’LQ — 1)8’2)/(n1 =+ n9g — 2)

ar en gemensam skattning av 3.
Under Hy har

(i +n>=2)p
ng+ny—p—1

en F-férdelning med p och n; + ne — p — 1 frihetsgrader.



5.2.4 Konfidensomride baserad pa 7°.
5.2.5 Anmarkning

5.2.6 J2, olika kovariansmatriser, multivariat

Nu till Behrens-Fishers problem i multivariat form.
2 ¥ % i 1 1 —1/% %
T°=(X1—X2—0)(—S1+ —82) (X1 —X2—9)
ni Ny
Under Hy har T? asymptotiskt en x? fordelning med p frihetsgrader.

5.2.7 Normalitet

Om stickproven inte dr normalférdelade kan man motivera de behandlade teknikerna med utgangspunkt
fran centrala gransvirdessatsen (y/n(z — ) ar asymptotiskt normalférdelad.



