Kapitel 4

Multivariat
normalfordelning

4.1 ?

En multivariat normalfordelad stokastisk vektorvariabel X = (Xi,...,X,)T
med populationsvantevirde pu och (icke-singuldr) populationskovariansmatris
Y (notation: N,(p, X)) har titheten
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Egenskaper

e Linjira kombinationer av komponenterna dar normalférdelade (JW, Thm
4.2, Thm 4.3, Thm 4.8)

o Alla delvektorer har en normalfirdelning (JW, Thm 4.4).

¢ En populationskovarians lika med 0 implicerar oberoende mellan motsvarande
komponenter (JW, Thm 4.5).

e De betingade (villkorliga) fordelningarna hos komponenterna dr normalférdelade
(JW, Thm 4.6).

e Den stokastiska variabeln (X — )72~ (X — p) har en chi-tvafordelning
med p frihetsgrader, x?(p), (JW Thm 4.7a). Hirav foljer att sannolikheten
att X finns i omradet

{z;(x — )" =" (z — p) < xj(a)}

ar o (JW, Thm 4.7b)



Omradet kallas en konfidensellipsoid. Axlarna i ellipsoiden bestims av
egenvektorerna till ™" som i sin tur bestdms av egenvektorerna, till X.

Om A och e &r egenvirde och egenvektor till X s& dr 1/ och e egenvirde
och egenvektor till X!,

(Om e = Aesie=AZ""eoch T7'e = te)
Maximum likelihoodskattningar

Om de stokastiska vektorerna Xi, ..., X, ar ett slumpmdéssigt stickprov fran en
Np(p, X)-fordelning gller att

fL=X och $=5,

ar maximum likelihoodskattningarna av p och X.
Gemensam fordelning for X och S
X och S ir oberoende.
X har en N (u, X /n)-fordelning
(n — 1)S har en Wishartfordelning med n — 1 frihetsgrader
Allmant
Det finns multivariata versioner av stora talens lag (JW, Thm 4.12) och av
centrala gransvéardessatsen (JW, Thm 4.13).
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Egenskaper for multivariat normalférdelning:
Linjarkombinationer
X € Np(p,X) = Varje linjairkombination

k
Y=a'X =) aX;
i=1

ir N(a'p,a'Xa) (Result 4.2)



Speciellt a; = 1/k: Ett medelvdrde av komponenterna hos en multivariat
normalférdelad variabel &r (univariat) normalfordelad.
Flera linjirkombinationer: Om A #r en k x p matris géller att

AX € Ny(Ap, AT A

(Result 4.3)
Uppdelning
Speciellt giller alltsa att alla komponenterna i X &r normalférdelade.

4.3 Stickprov fran multivariat normalfordelning
och maximum-likelihoodskattning

Om X, X>,,...,X, ar n oberoende observationer av X € N,(u,X) giller att
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flxr,...,2,) = WGXP(—§ ;(fﬂi —p)'E7 (xi — )

Baserad pa dessa observationer &r likelihooden for p, 3:
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Maximum-likelihood skattningarna av g och X ar
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s$=85,
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4.4 Fordelning fér X och S

Wishartfordelning
Wi (-, £)=Wishartfordelning med m frihetsgrader = fordelningen for

m
2 !
k=1

dir z; € N,(0,%).
Om A; € Wy, (-, X) och Ay € W, (-, X) sa galler att A1+As € Wiy 4m, (4, X).
Om A € W,,,(-, X) sa giller att CAC' € W,,,(-,C=C").
Det giller att

1. X e Np(p,+3)
2. (n—-1)S € Wp(n—1,%)
3. X och S &r oberoende.



4.5 Asymptotiska resultat for X och S

X och S konvergerar i sannolikhet mot g och X.
Centrala gransvirdessatsen:

\/H(X - /J') ~ NP(OJ 2)
VASYA(X = ) ~ Ny(0,T)

n(X —p)SHX —p) ~X*(p)

4.6 Faststallande av normalfordelningsantagandet
Vi vet att om X #r multivariat normalférdelad sa dr alla marginalférdelningar
(multivariat) normalfordelade. Spec:

1. 1-dimensionella férdelningar &r en-dimensionell normalférdelade,

2. 2-dimensionella férdelningar dr 2-dimensionellt normalférdelade.

1. Histogram
ungefar 95 % av observationerna mellan p + 1.960
Q-Q-plot: Plot av stickprovskvantiler mot forvintade kvantiler om vari-
abeln normalférdelad: Ordna observationerna i vixande ordning

T(1) ST(e) < S T
Plotta z ;) mot ¢; dér
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Om variabeln normalférdelad bor (z(;),q;) ligga pa ungefir rét linje.

2. Bivariat normalitet?

Sannolikheten for (z — p)'S ™" (x — p) < x2.5(2) ér 0.5. Skatta p med Z
och ¥ med S.

Enklare att bestimma ” generaliserade kvadratiska avstand
di = (z; —z)'S ' (z; — z)
for j = 1,2,...,n samt konstruera ett chi-tva plot:
(a) Ordna avstédnden i vixande ordning
dhy S diy < - < dy
(b) Plotta df;) mot Xi__% (p), dvs 100(j—3) /n-percentilen i x*>-férdelningen
med p frihetsgrader.
(@e.p(0) = X5(P).)



4.7 Transformation till normalitet

Négra vanliga transformationer
1. Antal y: |/y (rot-transformation)
p

2. Proportion p: logit(p) = %111(1?13)

3. Korrelation r: Fishers z = arctan(r) = §In(11£)
Box-Cox:
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Kan generaliseras till multivariata observationer.



