Om a'y = 0 sags ¢ och y vara ortogonala, vilket skrivs som x 1 y.

Vinkeln 8 mellan tva vektorer x och y definieras av

!

cosf = Y

LxLy
Linjart oberoende vektorer Vektorerna axi,xp,...,x; SAgs vara
linjart beorende om det finns tal c1,c¢p,...,c SOm inte alla ar O,

sadana att
k

Zciwi =0

=1
Definition Rangen hos en matris (eng: rank) &r antalet linjart

oberoende kolumner.

Definition En kvadratisk matris A ar icke-singuldr om ekvationssys-
temet Ax = 0 endast har 16sningen & = 0.

Rakneregler for determinanter:

1. |A'| = |A]

N

Om en rad eller en kolonn i A dr noll ar |A| =0
Om tva rader eller kolonner dr identiska ar |A| =0

Om A &r icke-singuldr dr |A™Y = 1/|A].

koW

5. |AB| = |A||B|
6. |cA| = ct|A|



Definition Sparet av A, kvadratisk, (eng: trace), betecknas tr(A)
och ar summan av elementen i huvuddiagonalen i A.

k

tr(A) = Z ag;

=1

Det galler att
tr(AB) = tr(BA)



Egenvarden och egenvektorer

En kvadratisk matris A har egenvardet XA och egenvektorn e om
Ae = le

Om A ar en symmetrisk k x £ matris finns k£ egenvarden och egen-
vektorer A1, Ao, ..., A, resp e1,eo,..., €.

Om e ar en egenvektor till A med egenvarde X\ sa ar be ocksa en
egenvektor till A med egenvarde .

Nar vi sOker efter egenvektorer och motsvarande egenvarden soker
vi & sadana att

Ax =X x eller (A-XDx =0

Om A — M1 ar singular har ekvationssystemet endast |16sningen « =
0.

For att det skall finnas egenvektorer maste alltsd A — AT vara sin-
gular och saledes

det(A—-)XI) =0
Denna ekvation kallas karakteristiska ekvationen.

Ex:
. 3 2
a=(33)

a-ar=(33)-(5 3)=(%2" 32,)
Karateristiska ekvationen blir
B3-XMNB-XN—-2-2=0
eller
A —-6A+5=0
Denna har losningarna
A1=5 och M=1



SOk egenvektor e; = ( 2; ) svarande mot \p:

3e11 + 2e12 = Aie11

2e11 + 3e12 = Are12

ger

2e11 = 2e12

€11 — €12

2 2 2

€12 —

Sl



Ex:
. 4 2
a=(3 3)

a-ar=(33)-(o 3)=("2"
Karateristiska ekvationen blir
(4—XN)(B-A)—-2.-2=0
eller
M —-7A+8=0
Denna har losningarna

V17

5 och X =

N~
I
tE

\l

-
AL =~
1 2-|—

SOk egenvektor svarande mot Ai:
de11 + 2e12 = el

2e11 + 3e12 = Are12

ger
v1ir -1
———e€11 = 2Ze12
V17T +1
e11 = ————e€12
4
Eftersom e?, =1 —¢?, sa
16

€12

:34+2\/ﬁ



Om A ar en symmetrisk (reell) k x k matris sa dar egenvektorerna
horande till olika egenvarden ortogonala.

Aez- = )\iei, Aej = Ajei

Symmetrin gor att e;Aej = e;.AeZ- sa att e;)\jej = e;)\iei. OoOm \; # )\j
intraffar detta endast om e;.ez- =0, dvs e; L e;.



2.3 Positivt definita matriser

k
A= Z )\ieie; = PAP,
i=1
dar
P = (e1,es,...,ex)

dr ortogonal, dvs P'P = PP’ =TI och

A1 O ... 0]
A= 0O X ... 0]
0 0O ... X

ar diagonal.
Uttrycket o’ Az kallas for en kvadratisk form.

Definition Om x’Ax > 0 for alla ¢ sdags A vara icke-negativt definit.
Om likhet gadller endast for & = 0, sa sags A vara positivt definit.

Ex. 2z7 4+ z3 > 0. Detta kan skrivas '’ Az med

o 2 0
a=(3 %)
Ochw=<$1>
T2

Om A ar positivt definit sa ar alla egenvarden till A positiva. (Om
A ar icke-negativt definit galler att alla egenvarden till A ar icke
negativa.)



2.4 Kvadratrotmatris

En matris B sadan att B- B = A sags vara en kvadratrotmatris till
A. Vi anvinder beteckningen AY? f&r B,

Om A ar positivt definit finns en sdadan matris;: Om A : k x k p.d.
sa

k
E !
A= )\ieiei
=1

dar A\; > 0, eller

A = PAP
enligt ovan.
Definiera A/? genom
VA1 0 o)
Al2 — 0 VA 0
0 0] vV A
och
A1/2 — PA1/2PI
Da galler att
Al/2 . Al/2 — A
och

A1/2'A1/2 — A



2.5 Slumpvektorer och slumpmatriser

Slumpvektor: vektor av slumpvariabler (s.v.er)
x1
r =
Tk
Slumpmatris: matris av slumpvariabler (s.v.er)
xll $]_2 PR x]_p
X =

:,Un]_ :,Cn2 LRI :,Enp



2.6 Vantevardesvektor och kovariansmatris

Vektor av populationsmedelvarden
Givet ett populationsmedelvarde (vantevarde) for en enskild vari-
abel j

pi = E(Xj;)
definieras
751
U2
p= :
Hp
Vantevardesvektor
E(x1) 751
E(z) = p= ; =1
E(ack) K
E(r11) E(r12) ... E(z1p)
E(X) =
E(zn1) E(xn2) ... E(xnp)

Rakneregler
E(X) = (E(Xy))

E(X+Y) = E(X)+ E(Y)
E(AXB) = AE(X)B

10



Populationskovariansmatris X

Givet populationsvarianser och kovarianser

oij = E((X; — pi) (X5 — p1j))

mellan par av variabler definieras

011 012

021 022
Y= . .

Opl Op2

le

Opp

11



Populationskorrelationsmatris O

Givet populationskorrelationer

pij = —L
definieras
1 p1 Pip
p= p21 1 p:zp
Pp1 Pz;)Q 1
Om
o11 O 0
D= 0] 0'.22 0
0 0 Opp

sa galler att
D1/2pD1/2 =3
och

D—l/QED—l/Q — p

12



2.7 Matrisolikheter och maximering
Cauchy-Schwarz olikhet

For b och d godtyckliga p x 1 vektorer gdller att
(b'd)* < (b'b)(d'd)

Generalisering: Om B positivt definit sa

(b'd)? < (VBb)(d' B~ 1d)

Maximering

For givet d och B positivt definit galler att

1 J\2
max (w d)

x#0 'Bzx

—=d B 'd

13



EX: Z Z QT = f(w) = x'Ax (A symmetrisk)

@ — QZaijxj = % = 2Ax

d.’I}i -

Om B (p x p) ar positivt definit med egenvarden A1 > o > ---

Ap > 0 och motsvarande egenvektorer ey, eo,..., e, gdller att
. x'Bx
min = Xp
r#+0 x'x

uppnas for & = e,.

uppnas for x = e;.

Dessutom uppnas

x'Bx
max
xrle,,.e, x'x

= Ai41

fbra:zek+1,lc=1,...,p—1

14
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