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Schema

Datum | Innehall Avsnitt

5/9 Grundbegrepp, Matris- | JW1,2
algebra och slumpvektorer

7/9 Matrisalgebra och slumpvek- | JW2
torer

12/9 Stickprovsgeometri och | JW3
slumpmassigt urval

14/9 Multivariat normalfordelning | JW4

18/9 Hotellings T2. Envdgs | JW5,6
MANOVA

21/9 Flervags MANOVA JW6

26/9 Multivariate linjar regression | JW7

28/9 Multivariate linjar regression | JW7

29/9 Datorlaboration 1:
MANOVA och MLR

2/10 Principalkomponentanalys JW8,9

5/10 Faktoranalys JW9

6/10 Datorlaboration 2: PCA och
Faktoranalys

10/10 Explorativ faktoranalys JWO

12/10 | Kanonisk korrelation JW10

13/10 | Datorlaboration 3: Corre-
spondence analys och kanon-
isk korrelation

17/10 | Diskriminantanalys JW11

19/10 | Klusteranalys JW12

20/10 | Datorlaboration 4: Diskri-

minantanalys och Kluster-
metoder




Kap 1 Inledning, aspekter pa
multivariat analys

1.1 Inledning
Data pa flera variabler=multivariat analys
Syfte med analysen:

Datareduktion

Sortering och gruppering

Undersokning av beroende mellan variabler
Prediktion

Test av hypoteser

Metodik:

Inferens om vantevarden
Inferens om kovariansstruktur
Grupperingmetoder

1.2 Tillampningsomraden

Medicin och halsa
Sociologi

Ekonomi

Pedagogik och psykologi
Biologi och miljo
Geologi

Meteorologi

Sport



1.3 Beskrivning av data

Organisation av observationer Observationerna i ett stickprov
arrangeras i en n x p matris (datamatris) X, dar n ar antalet ex-
perimentella enheter (storleken pa stickprovet) och p ar antalet
variabler:

r11 r12 PPN Tk PP mlp
o1 oo PP ok P $2p
X : - . . -
Tj1 X2 .o xjk .. Tjp
Tnl In2 . e ‘,'E’n/k o0 .’,Unp



Ex: FOljande tabell anger 6 studenters betyg i svenska, engelska,
matematik och samhallskunskap.

Svenska Engelska Matematik Samhallskunskap

Anna 81 89 68 69
Bertil 73 72 75 80
Carina 53 50 59 63
David 90 88 83 82
Erika 73 59 383 92
Fredrik 73 60 79 90

Data kan uppfattas som en matris med n = 6 individer och p = 4
variabler

8l 89 68 69
73 72 75 80
53 50 59 63
90 88 83 82
73 59 83 92
73 60 79 90



Ex Foljande data utgor 6 olika huvudmatt hos 34 individer.

MFB BAM TFH LGAN LTN LTG
113.2 111.7 119.6 53.9 127.4 143.6
1176 117.3 121.2 a7.7 1247 143.9
112.3 1247 131.6 56.7 123.4 149.3
116.2 110.5 114.2 57.9 121.6 140.9
1129 111.3 114.3 51.5 119.9 133.5
104.2 1143 116.5 49.9 1229 136.7
110.7 116.9 128.5 56.8 118.1 134.7
105.0 119.2 121.1 52.2 117.3 131.4
1159 1185 120.4 60.2 123.0 146.8
96.8 108.4 109.5 51.9 120.1 132.2
110.7 117.5 1154 55.2 125.0 140.6
108.4 113.7 122.2 56.2 1245 146.3
104.1 116.0 124.3 49.8 121.8 138.1
107.9 1152 1294 62.2 121.6 137.9
106.4 109.0 1149 56.8 120.1 129.5
112.7 118.0 117.4 53.0 128.3 141.6
109.9 105.2 122.2 56.6 122.2 137.8
116.6 119.5 130.6 53.0 124.0 135.3
109.9 1135 125.7 62.8 122.7 139.5
107.1 110.7 121.7 52.1 118.6 141.6
113.3 117.8 120.7 53.5 121.6 138.6
108.1 116.3 123.9 55.5 125.4 146.1
111.5 111.1 127.1 57.9 115.8 135.1
115.7 117.3 123.0 50.8 122.2 143.1
112.2 120.6 119.6 61.3 126.7 141.1
118.7 122.9 126.7 59.8 125.7 138.3
118.9 118.4 127.7 64.6 125.6 144.3
1142 109.4 119.3 58.7 121.1 136.2
113.8 113.6 135.8 54.3 119.5 130.9
122.4 117.2 122.2 56.4 123.3 142.9
110.4 110.8 122.1 51.2 115.6 132.7
1149 108.6 1229 56.3 122.7 140.3
108.4 118.7 117.8 50.0 113.7 131.0
105.3 107.2 116.0 52.5 117.4 133.2



Fobrenkla. Ibland gors fler matningar an man egentligen behdver.
Vissa multivariata metoder syftar till att reducera problemet till ett
problem i en lagre dimension an p. EX Principalkomponentanalys
och faktoranalys.

Klassificera. Univariata data kan latt ordnas langs en linje och
klassifieras. Multivariata observationer ordnas inte sa latt men kan
anda klassificeras med hjalp av metoder som kluster och diskrimi-
nantanalys.

Beskriva. Med detta menas bade grafiska metoder och numeriska
empiriska lages- och spridningsmatt samt matt pa samvariation.

Studera samband Vissa metoder ar variableinriktade i meningen att
man studerar samband mellan variabler. Finns det t ex samband
mellan betyg i svenska och betyg i engelska?

Andra fragestallningar. Exempel pa sadana ar skattning, hypote-
sprovning mm. I exemplet kan man t ex vilja undersoka om det
finns skillnade i btygen mellan kvinnliga och manliga studerande.



Vektor av stickprovsmedelvarden
Givet ett stickprovsmedelvarde for en enskild variabel k

n

_ 1
X = — Tk
n
j=1
definieras
1
_ T2
r — .
fP

Stickprovskovariansmatris
Givet stickprovskovarianser

n
1 _ _
Sij — m g (xki - wz)(xkg - xj)
k=1

mellan par av variabler ¢ och 5, definieras

S11 S12 . e Slp

821 S22 [ 82
S=1| "7 ° -

Sp]_ Sp2 e Spp

si; betecknas ocksa s2.

Stickprovskorrelationsmatris
Givet stickprovskorrelationer

Sij
Tijg — ——
mellan par av variabler ¢ och 5, definieras
1 ro .. Ty
21 1 e T2p

Tpl  Tp2 .- 1



1.5 Avstand

Euklidiska avstandet mellan tva punkter i det p-dimensionella rum-

met RP, P = (z1,22,...,2p) OCh Q = (y1,¥y2,.--,Yp):

p
dP,Q) = > (wi—u)?
1
Avstand till origo (Q =0 = (0,0,...,0)):

d(P,0) =

Viktade avstand:

p

d(P,0) = Z a,@-@-:l:i2 +2 Z i T

1 i<j

Allman definition: En avstandsfunktion (Ett avstandsmatt) ar en

funktion som uppfyller

d(P, Q) = d(Q, P)

d(P,Q) >0 om P #Q
d(P,Q)=0 omP=0Q
d(P,Q) < d(P,R) + d(R,Q)
(triangelolikheten)

(1)
(2)
(3)
(4)

10



2 Matrisalgebra och slumpvektorer

(kolumn) vektor x dr en ordnad n-tippel av tal:

x1

x2

Tn
med element z;. (Talen z; ar i fortsattningen reella.)
Transponerad vektor eller radvektor

.’13/ = (:El,wg,...,a:n)

Multiplikation av vektor med skaldr (konstant):
cr1
cIo

C =

CZn,

11



Addition av tva vektorer & och y:

r1 Y1 x1+ Y1

) Y2 x2 + Yo
r+y= . + . = .

In Yn ZTn + Yn

Langden av en vektor x:

Ly = \/x%—l—xg—l—---—l—xg
Inre produkt (eller skalarprodukt) (eng: inner product, scalar prod-
uct):

ry=z191 +z2y20+ -+ zhyn = y'x

Langden av x kan skrivas

Ly =V 'z

Om x'y = 0 sags ¢ och y vara ortogonala, vilket skrivs som x L y.

Vinkeln 8 mellan tva vektorer x och y definieras av

/

'y
L Ly

Ccosf =

Linjart oberoende vektorer Vektorerna xi, xo, x; Sags vara linjart

beorende om det finns tal ci,co,...,c; sSOm inte alla ar 0, sadana
att
k
Zciibi =0
=1

12



Matriser

En matris ar ett rektanguldrt schema av (reella) tal ordnade i n
rader och p kolumner.

a1 ai»2 e aip

a21 a»2 ... a2
A= ) < P

a;n]_ a/rn2 " s a/np

A sdgs ha dimensionerna n x p (n ganger p). Elementet a;; dr det
tal som star i rad ¢ och kolumn j5 (element (z,7)).

Transponering: Matrisen A’ (eller AT) (vilket Idses A transponat)
ar den matris vars element (z,7) dar detsamma som element (4,7) i
A. Transponering overfor rader till kolonner och vice versa.

3 1
Ex: A=( 3 1 2 ger A= -1 5 |.
1 5 4 5 4

Addition och subtraktion: Om tva matriser A och B har samma
dimensioner definieras addition (A + B) och subtraktion (A — B)
av matriserna genom elementvis addition resp subtraktion.

. _ (3 -1 2 _ (5 2 -6
Ex.A_(1 5 4>ochB_(2 3 0>ger

1 -5
2 4

W 0o

A+B=(

13



Multiplikation: Om A dar n x kK och B ar k x p definieras produkten
(A - B) av matriserna som den matris C (med dimensioner n x p)
vars element (4,7) (cij) ges av

k
cij = E ieby;
(=1

. _( 3 5 _ (2 3 __( 26 39
Ex.A_(4 1)ochB_(4 6)gerA-B_(12 18)'

Fortsattningsvis skrivs AB istallet for A - B. Matrismultiplikation
ar associativ dvs
A(BC) =(AB)C
men inte kommutativ
AB # BA

Kvadratisk matris: En matris med n = p, dvs lika manga rader som
kolonner.
Ex: A= ( 3 2 ) &r kvadratisk

. — 4 1 .

Symmetrisk matris: En kvadratisk matris med element (4,5) lika
med element (j5,7), dvs A’ = A.

Ex: A= ( g ? ) ar symmetrisk.

Definition: Determinanten till en kvadratisk matris A, (k x k) |A4],
eller det(A), ar ett tal sadant att

|Al=a11 omk=1
k

|A| = Z a1x(—1)117| Ay

j=1
ddar Ai; ar den matris som erhalls om rad 1 och kolumn j stryks.

Ex: Om
a a
A — 11 Q12
azi a22
sa ar det(A) = ai11a22 — a21a1?2.

14



Definition Rangen hos en matris (eng: rank) ar antalet linjart
oberoende kolumner.

Definition En kvadratisk matris A ar icke-singuldr om ekvationssys-
temet Ax = 0 endast har 10sningen & = 0.

Rakneregler fOr determinanter:
1. |A'| = |A]

2. Om en rad eller en kolonn i A ar noll ar |A| =0

3. Om tva rader eller kolonner dr identiska ar |[A| =0
4. Om A &r icke-singuldr dr |A™Y = 1/|A].

5. |AB| = |A||B]|

6. |cA| = cF|A|

15



Definition Sparet av A, kvadratisk, (eng: trace), betecknas tr(A)
och ar summan av elementen i huvuddiagonalen i A.
k

tr(A) = Z aii
i=1
Det galler att
tr(AB) = tr(BA)

Diagonalmatris: En kvadratisk matris i vilken alla element utanfor
huvuddiagonalen ar noll kallas en diagonalmatris.

EXx:
_ (3 0
4=(3 %)
Enhetsmatris En diagonalmatris med enbart ettor i huvuddiago-

nalen kallas enhetsmatrisen och betecknas I. Det gadller for god-
tyckligt A (for vilken multiplikation ar definierad) att

Al =TA=A

r=(s %)

Ortogonal matris: En kvadratisk matris A sags vara ortogonal om
AA ' =1T.

Ex:

Ex:
11
a=( %)
5

Inversmatris

Inversen till en kvadratisk matris A betecknas A~! (om den exis-
terar) och dr sadan att

A-At=A1. A=1
Om A ir en diagonalmatris sa existerar A7 1.
Om A ir ortogonal sa existerar A7L.

16



Egenvarden och egenvektorer

En kvadratisk matris A har egenvardet XA och egenvektorn e om
Ae = le

Om A ar en symmetrisk k x £ matris finns k£ egenvarden och egen-
vektorer A1, Ao, ..., AL resp e1,eo, ..., €.

Om e ar en egenvektor till A med egenvarde A sa ar be ocksad en
egenvektor till A med egenvadrde .

Nar vi sOker efter egenvektorer och motsvarande egenvarden soker
vi & sadana att

Ax =X x eller (A-XDx =0

Om A — M1 ar singular har ekvationssystemet endast |6sningen « =
0.

For att det skall finnas egenvektorer maste alltsd A — AT vara sin-
gular och saledes

det(A—-)XI) =0
Denna ekvation kallas karakteristiska ekvationen.

Ex:
. 3 2
a=(33)

a-ar=(3 3)-(5 3)=(3%2" 32,)
Karateristiska ekvationen blir
B3-XMNB-XN)—-2-2=0
eller
A —-6A+5=0
Denna har losningarna
A1=5 och M=1

17



SOk egenvektor e; = ( 2; ) svarande mot \p:

3e11 + 2e12 = Aie11

2e11 + 3e12 = Are1n

ger

2e11 = 2e12

€11 — €12

2 2 2

€12 —

Sl

18



Ex:
. 4 2
a=(3 3)

A_”=(42L %)—(3 ?\)=(45/\ 33)\)
Karateristiska ekvationen blir
(4—XN)(B—-A)—-2.-2=0
eller
M —-7A+8=0
Denna har losningarna

V17

5 och X =

N~
I
tE

\l

-
AL =+
1 2-|—

SOk egenvektor svarande mot Ai:
4e11 + 2e12 = Aie11

2e11 + 3e12 = Are12

ger
v1ir -1
———e€11 = 2Ze12
V17T +1
e11 = ————e€12
4
Eftersom e?, =1 —€?, sa
16
€12 =—
34 + 2vV17

19



Om A ar en symmetrisk (reell) k x k matris sa ar egenvektorerna
horande till olika egenvarden ortogonala.

ae; = )\iei, Aej = )\jei

Symmetrin gor att e;Aej = e;.AeZ- sa att e;)\jej = e;)\iei. OoOm \; # )\j
intraffar detta endast om e;.ez- =0, dvs e; L e;.

20



2.3 Positivt definita matriser

k
A= Z )\ieie; = PAP,
i=1
dar
P = (e1,es,...,er)

dr ortogonal, dvs P’P = PP’ =TI och

A1 O ... 0]
A= 0O X ... 0]
0 0O ... X

ar diagonal.
Uttrycket '’ Az kallas for en kvadratisk form.

Definition Om x’Ax > 0 for alla  sdgs A vara icke-negativt definit.
Om likhet gadller endast for & = 0, sa sags A vara positivt definit.

Ex. 222 4+ z3 > 0. Detta kan skrivas ’ Az med

a=(39)

OCha:=<w1>
T2

Om A ar positivt definit sa ar alla egenvarden till A positiva. (Om
A ar icke-negativt definit galler att alla egenvarden till A ar icke
negativa.)

21



2.4 Kvadratrotmatris

En matris B sadan att B-B = A sags vara en kvadratrotmatris till
A. Vi anvinder beteckningen A'Y? f&r B.

Om A ar positivt definit finns en sadan matris: Om A : k x k£ p.d.
sa

k
— E !
A= )\ieiei
=1

dar A\; > 0, eller

A = PAP
enligt ovan.
Definiera A/? genom
VA1 0 o)
Al2 — 0 VA 0
0 0] vV A
och
A1/2 — PA1/2PI
Da galler att
Al/2 . Al/2 — A
och

A1/2 -A1/2 — A
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